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Abstract 

Purpose: Because in today's real world, financial and economic management issues are imbued with noise and chaos for 
whatever reason, from the point of view of mathematical analysis, these types of issues can be studied under the title of 
optimization problems, but controlling chaos or random noise is one of the most important topics of discussion for 
every mathematical researcher and economist. Therefore, in this article, we try to examine this discussion of financial 
management from the perspective of optimal stochastic control. 

Methodology: In this section, the fundamentals of dynamic programming, inverse evolution, Dynkin's formula, and 
finally the Hamilton-Jacobi-Bellman method are used. 

Findings: Because in optimal control problems, the goal is to find a control to create a suitable and optimal path so that 
the objective or cost function reaches its best possible form, this article attempts to examine financial management issues 
from its important dimensions, meaning that which components play a role in the control role are identified, the 
remaining parts are formatted accordingly, and a corresponding dynamic system is created. 

Originality/Value: In this article, we present economic and financial issues in the form of stochastic optimal control 
problems. From a mathematical perspective, to find the solution, we establish a value function based on the boundary 
conditions of the Hamilton-Jacobi-Bellman equation. By taking the derivative with respect to the variables, we arrive at 
a system of equations that depends only on the time variable. Finally, we obtain the solutions using methods such as 
Bernoulli or Riccati. By substituting these solutions into the value function and its derivative with respect to the path, we 
can find the optimal control function. 

Keywords: Financial issues, Optimal control, Dynamic programming, Stochastic control, Stochastic differential equations. 
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 مقدمه   - 1

های اقتصادی  گیریآید. بسیاری از تصمیم های جوامع مختلف به شمار می ترین چالشمالی و اقتصادی یکی از مهم  مسایل در دنیای پیچیده امروز،  
های سازی. در این راستا، استفاده از ابزارهای ریاضی و مدل[1]  آیندوجود میو نویزهایی هستند که از عوامل مختلف به  قطعیتعدم  تاثیرتحت و مالی  

بهینه برای  سیستمپیشرفته  بررسی  به  که  است  تصادفی  بهینه  کنترل  تئوری  ابزارها،  این  از  یکی  دارد.  فراوانی  اهمیت  مالی  تصمیمات  های سازی 
های حل عنوان یک زیرشاخه از تئوری کنترل، به دنبال یافتن راه کنترل بهینه تصادفی به  .[2]  پردازد می  قطعیتعدمدینامیکی تحت شرایط تصادفی و  

گذاری  های اقتصادی، مالی و سرمایه ویژه در حوزه ها به نقش دارند. این روش  احتمالییا نویزهای    قطعیتعدمها  ی است که در آن مسایلبهینه برای  
دارند.   زیادی  در    طوربه کاربرد  روش   مسایلخاص،  این  می مالی،  بهینهها  برای  داراییتوانند  تخصیص  ریسک سازی  مدیریت  طراحی    ها،  و 

 . [3] گذاری استفاده شوندهای سرمایهاستراتژی
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 چکیده  

که از نظر تحلیل   است مربوط به مدیریت مالی و اقتصادی به هر دلیلی آغشته از نویزها و آشفتگی  مسایلچون در دنیای واقعی امروزه،  هدف:
سازی مورد بررسی قرار داد ولی کنترل آشفتگی یا نویزهای تصادفی برای هر محقق بهینه   مسایل  عنوانتحتتوان  را می  مسایلریاضی این نوع  
. لذا در این مقاله سعی بر این است که این بحث مدیریت امور مالی را از دیدگاه استها  ی آن ترین موضوع بحثان از اهمیتدریاضی و اقتصاد

 کنترل بهینه تصادفی مورد بررسی قرار دهیم.

بلمن  -ژاکوبی-هامیلتون  روش   نهایتا از  پویا، تکامل معکوس، فرمول دینکین و  یزیربرنامهاز مبانی اصل    قسمت  نی در ا  شناسی پژوهش:روش 
 ه شده است. استفاد

به بهترین شکل   نهیهز کنترل بهینه، هدف یافتن کنترلی جهت پیدایش مسیر متناسب و بهینه است تا اینکه تابع هدف یا    مسایلدر چون  ها:یافته
ها در نقش مدیریت مالی از ابعاد مهم آن بررسی شود بدین معنی که کدام مولفه  مسایلممکن خود برسد لذا در این مقاله سعی شده است تا  

 بندی کرده و سیستم دینامیکی متناظر ایجاد خواهند شد. ها قالبها را متناسب با آن را شناخته و بقیه قسمت هاآن کنند کنترل ایفای نقش می 

کنترل بهینه تصادفی مطرح کرده و از دیدگاه ریاضی برای    مسایلمالی را در قالب  اقتصادی و    مسایلدر این مقاله    علمی:  افزودهارزش اصالت/
گیری نسبت  و با مشتق   کنیمگذاری میبلمن پایه -ژاکوبی-را بر مبنای ساختاری شرایط مرزی معادله هامیلتونپیدا کردن جواب، یک تابع ارزشی  

را   هاجوابمانند برنولی یا ریکاتی    یهاروش رسیم و نهایتا با استفاده از  گاه معادلاتی که فقط وابسته به متغیر زمان است، میدستبه به متغیرها،  
 توان تابع کنترل بهینه را پیدا کرد. در تابع ارزش و مشتق از آن نسبت به مسیر می هاجواب آوریم و با جایگذاری این می  دستبه

 . معادلات دیفرانسیل تصادفی  ،کنترل تصادفی ،ریزی پویابرنامه  ،کنترل بهینه ،امور مالی لمسای :ها کلیدواژه 

 

 

http://www.ssfmi.ir/


31 

 

یزیاری و  یسی تبر  ...   تحلیل   در مورد   کنترل بهینه تصادفی   مسایل دیدگاه    / ادر

  مسایل سازی و تحلیل  شود. هدف اصلی این تحقیق، مدلمالی از دیدگاه کنترل بهینه تصادفی پرداخته می   مسایلدر این تحقیق، به بررسی و حل  
ر  سازی تصمیمات مالی دهایی برای بهینهروش  ارایهمالی از طریق معادلات دیفرانسیل تصادفی در چارچوب کنترل بهینه است. این تحقیق به دنبال 

مطالبی در مورد    2ش خلاصه شده است. در بخش  بخ  5این مقاله در    های موجود در بازارهای مالی است.قطعیتعدم های پیوسته و با توجه به  زمان
در بخش    هاآن و حل    هامثال  ارایهو    4شد. روش پیشنهادی در بخش    بیان خواهد  3بخش  شود. کنترل بهینه تصادفی در  مالی ریاضی آورده می   مسایل

 . شودیم عنوان  6بندی مطالب در بخش است و نهایتا نتیجه و جمع  ملاحظهقابل  5

 مالی ریاضی   مسایل مطالبی در مورد    - 2

 ریاضی مالی   - 2-1

از   یاری دارد که با بس  یاقتصاد مال  یبا مبان  یکیوضوع آن رابطه نزد است. م  یمال  یو مرتبط با بازارها  یکاربرد   اتیاضی از ر  یاشاخه   یمال  اتیاضی ر
اقتصاددان    ک مثال ی  عنوانبه .  [4]  دهدی توسعه م  را  یاقتصاد مالمبتنی بر تعهدات فکری،    یاضی ر  یهامدل  ،یمال   اتیاضی در ارتباط است. ر  هایتئور
در نظر  داده  عنوانبه سهام را   متیق  ی،مال دان یاضی ر ک که یشود در حالی یم تمرکزشرکت م ک یسهام  مت یق ی و ایجابیساختار لیدلا  یبر رو یمال

 . آورد  دستبه مشتقات آن سهام را  یواقع  ، ارزش 1ی با استفاده از حسابان تصادف همیشه در تلاش است کهو  رد یگیم

 سازی مالی مدل   - 2-2

خود بهتر عمل کنند.   یهایریگم یتصمتا در    کندیکمک م  گذارانهیسرماو   لگرانیاست که به تحل  یمال  اموردر    از موارد مهم  یکی  یمال  یسازمدل
بدل شده   یضرور  یابزار  به  یمال  یسازمدلقرار دارند،    یو اجتماع  یاسیس   ، یمتعدد اقتصاد  عوامل  تاثیرتحتکه بازارها    ییامروز، جا  یایدر دن
 ز ین  یگذارهیسرما  یهافرصت  یاب ی و ارز  سک ی ر  ل یوتحله ی تجز، بلکه به  کندیمروندها کمک    ینیبش یپها و  داده  لیبه تحل  تنهانه   فرایند  نی. ا[5]  است

  یمال  جیرا بر نتا  ید یکل  یرهایمتغ   راتییتغ   اتتاثیرو    میکن  یسازه یمختلف را شب  یوهای که سنار  دهدی امکان را م  نیبه ما ا  یمال  یساز. مدلپردازدیم
و    محققانها به  مدل  نی. ا شودیمایجاد    یو اقتصاد  یمال  یهاتیاز واقع   یتمی الگوری است که در آن  فرایند  دارای  یمال  یساز. مدلمیکن  ینیبشیپ

  ی خی تار یهاداده  از معمولا  یلما ی سازمدل. [6] کنند ینیبش یپو  لیبازار را تحل  ایشرکت، پروژه  ک ی یمال تیتا وضع  کنندیمکمک  گذارانهیسرما
سازی حرکت براونی استفاده وینر است که در آن از مدل  فرایندکند. نمونه بارز در این قسمت  استفاده می  ندهیآ  یسازه یشب  یمختلف برا  اتیو فرض 

و  دهد  را نشان می  ارزش شبکه   ایولا ثروت ممع   ، یتصادف  لیفرانسی حالت در معادلات د  یرهایمتغ   ، ی برای زمان پیوستهمال  در مبحث امورشود.  می
میزان   .گردد یکه در هر زمان انتخاب م  یاهیسرما صیتخص. با فرض داشتن گردندیم  یگذارارزش هستند که در هر زمان  یهاسهمهمان ها کنترل

 . شود  یگذاره یسرما یسکی همراه با نرخ سود بدون ر یاسپرده صورتبه  دیاست که با یتصادف متغیر لا وممع  هیدر سرما راتییتغ 

 کنترل بهینه تصادفی   - 3

 کنترل بهینه   - 3-1

 شود. بندی مییابند و با توجه به ساختار دینامیکی و تابع هدف در دو گروه دسته اصلی تشکیل می ءدر حالت کلی از چهار جز نهیکنترل به  مسایل

𝑥(𝑡)ای که بردار وضعیت  مجموعه   فضای حالت: ∈ 𝑅𝑛    تواند کمیتی پارامتری مانند فیزیک، شیمیایی و در آن قابل تعریف است. هر مولفه آن می
 . اقتصادی باشد

𝑢(𝑡)مقادیر مجاز برای بردار ورودی    مجموعه  فضای کنترل: ∈ 𝑈 ⊆ 𝑅𝑚     .خارجی یا تصمیماتی هستند که بر   یهایورودها معمولا  کنترلاست
 شود تا بتواند سیستم متناظر را به اهداف مطلوب برساند.  سیستم اعمال می

 

1 Stochastic Calculus (SC) 
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 30-38:صفحه
 

 صورت به کند روابط دیفرانسیلی که روند تکاملی حالت را بیان می معادلات دینامیکی:

:𝑓  که در آن تابع [𝑡0, 𝑡𝑓] × 𝑅
𝑛 × 𝑈 → 𝑅𝑛   ی ها مدلتواند خطی یا غیرخطی باشد و در  نوع کاربردی می  برحسب.  استرفتار سیستم    کنندهنییتع 

و تصادفی مطرح شود و برحسب نیازمندی جهت تضمین جواب و حتی یکتایی آن، ممکن است شرایط نیمه    جزییپیچیده ممکن است تاخیری،  
 پیوستگی و یا لیپشیتس را داشته باشد.             

 صورتبه ای و هزینه نهایی های لحظه ترکیبی از هزینه صورتبه برای ارزیابی کیفیت کنترل معیاری  :یا عملکرد  تابع هدف

,𝐿(𝑡شود که در آن  تعریف می 𝑥, 𝑢)   انرژی مصرفی و یا هر معیار منفی دیگر در هر لحظه زمانی است.  نهی هز  دهندهنشان ،𝜓(𝑥𝑓)   هزینه یا پاداش
  مساله هدف اصلی   مطرح شود  یسازنه یشیبیا    یسازنه یکم  صورتبه تواند  می   مساله دهد. بسته به نوع  وابسته به وضعیت نهایی سیستم را نشان می 

بهترین مقدار خود   به  (2)معادله کند تا  پیدا    شدهکنترلاست به بهترین وجه و  𝑥(𝑡) ان متغیر حالت  کنترل بهینه این است که مسیر سیستم  را که هم
 برسد. 

 کنترل بهینه قطعی  -3-1-1

سازی شده باشند، دقیق و با قطعیت مدل صورتبه از نظر ساختاری   (2تابع هدف )و  ( 1معادلات دینامیکی )فرض بر این است که  در این دسته
 نویز، تغییرات تصادفی و احتمالی قرار نگیرد. تاثیرتحت گری دعبارتبه 

 تصادفی  نهیکنترل به -3-1-2

به   مسایل ا  یتصادف  نهیکنترل  آن استفاده    ق یتحق   نیکه در  مال  یاقتصاد  یهانه یمعمولا در زم  شوند،یماز    صیو تخص  سک ی ر  تی ریمانند مد  ی و 
 تاثیر تحت  یکنترل  یهایحالت و ورود  یرهایها متغ که در آن  ندیآیوجود مبه   1ی تصادف  لیفرانسی از معادلات د  مسایل  نی. ا[5]  روندیکار مبه   هاییدارا

 صورت به فرض کنید، معادله دیفرانسیل تصادفی همراه با شرط اولیه   .[6] دارندقرار  یتصادف یزهای نو

,𝑓(𝑡وینر    فرایندیک    𝑤متغیر کنترل است.     𝑢(𝑡)𝜖 𝑈متغیر وضعیت یا مسیر و  𝑥(𝑡)𝜖 𝑅𝑛همچنین  .  است  𝑅𝑛در    شدهدادهبردار    𝑦در آن  که  است   𝑥, 𝑢)   
,𝑏(𝑡تابع رانش و   𝑥, 𝑢)  کنترل بهینه متغیر . [1] نویز استتابع شدت𝑢    به صورت 

 شود و برای به حداقل رساندن شاخص، عملکردمی ارایه

 صورتبه ، اکنون تابع ارزش دشومیانتخاب 

 

1 Stochastic Differential Equations (SDE) 

 

(1 ) 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 

(2 ) 𝑍(𝑢) = ∫ 𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑑𝑡 + 𝜓(𝑥𝑓),
𝑡𝑓

𝑡0

 

(3 ) {
𝑑𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑏(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑤,

𝑥(𝑠) = 𝑦,
 

 𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝑥(𝑡)), 

(4 )   𝐽(𝑠, 𝑦; 𝑢) = 𝐸 𝑆𝑦 [ ∫ 𝐿(𝜏, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝜏 + 𝜓(𝑥(𝑇))
𝑇

𝑠

], 

(5 ) 𝑉 (𝑠, 𝑦) = 𝑖𝑛𝑓(𝐸𝑠𝑦 [∫ 𝐿(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏 + 𝜓(𝑥(𝑇))
𝑇

𝑠

] : 𝑢) = 𝐽(𝑠, 𝑦; 𝑢∗), 
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𝑥(𝑠)از شرایط اولیه   یابیدستقابل همان حداقل هزینه     𝑉در آن ارزش تابع    که  گرددمی  ارایه = 𝑦  است و𝑢∗     کنترل بهینه است که این حداقل هزینه
کنترل بهینه، اولین بار توسط بلمن پیشنهاد   مساله ای برای حل  ریزی پویا برای استخراج معادله استفاده از اصل بهینگی یا برنامه    .دهدیم  دستبه را  

 چند لم قابل یادآوری است: جهت تفهیم مطالب نجایا در  .[3] شد

 :[6] 1ویاپ یزی ربرنامه اصل  -1 لم

𝑥(𝑡که در آن   + ℎ)    توسط𝑢    با شرایط اولیه تعیین با  شودی ماز معادله دیفرانسیل تصادفی   𝑥(𝑡). حال مفهوم یک عملگر تعامل معکوس مرتبط 
 مطرح کرد. 2  لم صورتبه   توانیمرا  (3معادله دیفرانسیل تصادفی )توسط  دشدهیتول 

تابع    :[8]  2تکامل معکوس  -2لم   مانند    اندازهبه برای هر  ,𝜙(𝑡کافی هموار  𝑥)،   با تکامل معکوس مرتبط  معادله توسط    دشدهیتول  𝑥(𝑡)اپراتور 
𝑢(𝑠)با کنترل ثابت ( 3دیفرانسیل تصادفی ) = 𝑣  به صورت 

𝐷𝑥 که در آن 
2𝑉  هسین از𝑉 ،𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑏𝐷𝑥

2𝑉) = ∑ 𝑏𝑖𝑗𝑉𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1. 

یف  𝑠  برای [2] 3کین فرمول دین -3 تعر < 𝑡: 

    𝑢که در آن کنترل  شودیمر گرفته در نظ (7معادله )ولزا نوع امروزه برای حل مساله کنترل بهینه تصادفی، مقدار مورد انتظار برای شاخص عملکرد ب
,𝑢(𝑡 صورت بهبا استفاده از قانون بازخورد    𝑡 در زمان 𝑥(𝑡))    های تابعی از داده   عنوانبه پویا عملکرد مطلوب سیستم   یزی ربرنامه . در  شودیماعمال

 .شودیمگرفته اولیه در نظر 

,𝑠)برای همه  دارای این ویژگی است که  ∗𝑢با کنترل بازخورد بهینه  𝑦): 

 . شودمعادله برای نظریه کنترل بهینه تصادفی حاصل می 𝑉 برای تابع با ترکیب اصل بهینگی پویا و فرمول دینکین  

𝑥(𝑠) که در آن = 𝑦  ،𝑣 = 𝑢∗  ،𝐿 = 𝐿(𝑠, 𝑦, 𝑣), 𝑓 = 𝑓(𝑠, 𝑦, 𝑣)  و𝑏 = 𝑏(𝑠, 𝑦, 𝑣). 

 روش پیشنهادی   - 4

,𝑉(𝑡کنیم  از طریق کنترل بهینه تصادفی ابتدا فرض می مسالهبرای حل  𝑥)  جزیی جواب معادله دیفرانسیل 

 

1 Principle of dynamic programming 
2 Reverse evolution 

3 Dynkin 

(6 ) 𝑉(𝑠, 𝑦) = 𝑖𝑛𝑓 (𝐸𝑠𝑦 [∫ 𝐿(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏 + 𝑉(𝑠 + ℎ, 𝑥(𝑠 + ℎ))
𝑠+ℎ

𝑠

] : 𝑢), 

(7 ) 𝐴𝑣∅ =  𝐷𝑡∅ +  𝑓. 𝛻𝑥∅ +
1

2
 𝑇𝑟(𝑏𝑏𝑇𝐷𝑥

2∅), 

(8 ) 𝐸𝑠𝑦∅(𝑡, 𝑥(𝑡)) − ∅(𝑠, 𝑦) = 𝐸𝑠𝑦[∫ (∅𝑡

𝑡

𝑠

(𝜏, 𝑥(𝜏)) + 𝐴(𝜏)𝜑(𝜏, 𝑥(𝑡))𝑑𝜏], 

(9 ) 𝑉 (𝑠, 𝑦) = inf
    𝑢
[𝐽(𝑠, 𝑦; 𝑢)], 

 𝑉(𝑠, 𝑦) = 𝐽(s, y; 𝑢∗). 

(10 ) 𝜕𝑉

𝜕𝑠
+𝑚𝑖𝑛[𝐿 + 𝐴𝑢𝑉] =

𝜕𝑉

𝜕𝑠
+ 𝑚𝑖𝑛 [𝐿 + 𝑓. 𝐷𝑥𝑉 +

1

2
𝑇𝑟(𝑏𝑏𝑇𝐷𝑥

2𝑉)] = 0, 

(11 ) {

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝐷𝑥𝑉,𝐷𝑥

2𝑉) = 0,

𝑉(𝑇, 𝑥) = 𝑔(𝑥),                  
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 تابع هامیلتونی به صورت  𝐻گویند و می 1بلمن -ژاکوبی-هامیلتونمعادله  آن را باشد که  

,𝑉(𝑡کنترل بهینه تصادفی است که ارتباط بین تابع ارزش    مسایلبنای حل    سنگ   (11)معادله  شود.  معرفی می 𝑥)  و کنترل بهینه   𝑢∗ = 𝑢(𝑡, 𝑥)    را
معادله  مشخص می این  حل  نیازمند    طوربهکند.  آن  حل  برای  و  نیست  ساده  چندجمله   یهاروش کلی  با  تقریب  مانند  است.  عددی  معادله  ای 

سازد. در هر حال برای موارد خاص ممکن می   آن راکند و حل تحلیلی  ، شرط لازم برای بهینگی را ایجاد می( 11و غیرخطی )  جزییدیفرانسیل  
از   . سپس این معادلهشوندیممنتقل    یرخطیغ  جزیییک معادله دیفرانسیل    عنوانبه   𝐻𝐽𝐵کنترل بهینه تصادفی تحت شرایطی به معادله   مسایلابتدا  

,𝑉(𝑡با حدس زدن یک جواب از طریق شرط انتهایی آن برای تابع ارزش  ها و متغیر یجداسازطریق روش  𝑥)  بر این اساس کنترل بهینه  .شودحل می
.)∗𝑢   صورتبه   شود. قرار دادن این عبارت در معادلهتعیین می 𝐻𝐽𝐵 شود. درواقع شکل تابع ارزش با حدس زدن از شرط مرزی معادلهمشتق می(

𝐻𝐽𝐵     آیند. فرض  می  دستبه جواب کنترل بهینه تصادفی و در نهایت متغیر حالت  ،  آوریم و با حل آنمی  دستبه یک معادله دیفرانسیل معمولی را
 کنید تابع ارزش در حالت کلی به فرم 

,𝑉(𝑇باشد. با اعمال شرط مرزی داریم   𝑥) = 𝑃(𝑇)𝐺(𝑥) + 𝐾(𝑇)  که در آن با فرض𝑃(𝑇) ≠  را به صورت   𝐺(𝑥)توان تابع تک متغیره می 0

𝛼آورد که در آن    دستبه  =
1

𝑃(𝑇)
 , 𝛽 =

𝐾(𝑇)

𝑃(𝑇)
   صورتبه  آن راتوان می (13)معادله در  (14)معادله . با جایگذاری 

بر مبنای ساختاری شرایط مرزی معادله    ملاحظه قابل و    نوشت تابع ارزش  با محاسبه مشتقات  گذاری میپایه   𝐻𝐽𝐵است که  نهایتا  و    جزیی شود. 
 به معادله  (11)معادله در  هاآنجایگذاری 

,𝐿شود ولی با توجه به ساختار توابع  میتبدیل   𝑓  ( 16معادله)  عوامل متشکل از   صورتبه𝑃, 𝑃̇, 𝐾, 𝐾̇  ای خواهند شد که ای پایه، ضرایب چندجمله
 گاه معادلات به شکل دستبه با صفر قرار دادن این ضرایب 

گیری یا معادله توان آنر از نظر تحلیلی با روشهای مانند انتگرالاند و برحسب نوع ساختاری معادله میظاهر شده  𝑡که فقط بر حسب متغیر    آینددر می
 توان متغیر کنترل را از رابطه  می (13)معادله در  (17)معادله های برنولی و یا معادله ریکاتی حل کرد و نهایتا با جایگذاری جواب

 ها آن عددی و حل    یها مثال   - 5

 صورتبه فرض کنید تابع هزینه  ثال:م

 

1 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 

(12 ) 𝐻(𝑠, 𝑦, 𝐷𝑥𝑉, 𝐷𝑥
2𝑉) = min {[𝐿 + 𝑓.𝐷𝑥𝑉 +

1

2
𝑇𝑟(𝑏𝑏𝑇𝐷𝑥

2𝑉)] : 𝑢}, 

(13 ) 𝑉(𝑡, 𝑥) = 𝑃(𝑡)𝐺(𝑥) + 𝐾(𝑡), 

(14 ) 𝐺(𝑥) =
𝑔(𝑥) − 𝐾(𝑇)

𝑃(𝑇)
= 𝛼𝑔(𝑥) − 𝛽, 

(15 ) 𝑉(𝑡, 𝑥) = 𝛼𝑃(𝑡)𝑔(𝑥) + 𝐾(𝑡) − 𝛽𝑃(𝑡), 

(16 ) 𝛼𝑃̇𝑔 + 𝐾̇ − 𝛽𝑃̇ + min {𝐿 + 𝛼𝑓𝑃𝑔′ +
𝛼

2
𝑇𝑟(𝑏𝑏𝑇𝑃𝑔′′)} = 0, 

(17 ) {
𝑃̇(𝑡) + 𝐹(𝑡, 𝑃(𝑡)) = 0,

𝐾̇(𝑡) + 𝐺(𝑡, 𝐾(𝑡)) = 0,
 

(18 ) 𝑢∗(𝑡) = −
𝑑𝑉

𝑑𝑥
= 𝑈(𝑡, 𝛻𝑥𝑉, 𝛻𝑥

2𝑉). 

 𝑍(𝑠, 𝑦; 𝑢) = 𝐸𝑠𝑦[∫ (
7

2
𝑥2(𝑡) +

1

2
𝑢2(𝑡)) 𝑑𝑡 +

1

2
𝑥2(1),

1

0
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 تصادفی به شکل لیفرانسی ددارای معادله 

 صورت به توان تابع هامیلتون را برای وضعیت فوق می  .باشد

𝑣که با انتخاب  آورد  دستبه  = −
𝜕𝑉

𝜕𝑥
 به صورت 𝐻𝐽𝐵 در نتیجه معادله  .ابدییمدست  نهیبه کنترل به    

,𝑉(𝑡  صورتبه از طریق جداسازی متغیرها و با حدس اولیه تابع ارزش  𝐻𝐽𝐵 است. برای حل معادله   𝑥) = 𝑃(𝑡)𝑥2 + 𝐾(𝑡) گیری از آن که با مشتق
,𝑡های نسبت به متغیر 𝑥   در معادله   ها آنو جایگذاری𝐻𝐽𝐵  ندپایه هست یهایاچندجمله  هاآن رسیم که ضرایب به  معادله دیفرانسیل می . 

 : جزییمشتقات 

 :𝐻𝐽𝐵جایگذاری  در 

 :خواهیم داشتای پایه یهایاچندجمله برحسببعد از مرتب کردن  

 یعمول دیفرانسیل مسیستم معادله با صفر قرار دادن ضرایب معادله فوق نهایتا به 

,𝑃(1)خواهیم رسید که در آن شرایط مرزی   𝐾(1)    از شرط مرزی معادله𝐻𝐽𝐵   برای    هاجواب شود. بعد از حل آن،  حاصل می𝑃(𝑡)    و𝐾(𝑡)   دست به 
,𝑉(𝑡و نهایتا تابع ارزشی  ندیآیم 𝑥)  با است برابر 

,𝑉(𝑡  جزییبا گرفتن مشتق  𝑥)  نسبت به𝑥  ود:حاصل می ش ، قانون کنترل 

,𝑉(𝑡های تابع  نمودار  𝑥)   و متغیر کنترل بهینه 𝑢(𝑡, 𝑥)  های تابع ارزش به ترتیب در  و نمودار مولفه  اندشدهنشان داده    2و  1های  شکل به ترتیب در
   صورتبه شاخص کارایی هستند. همچنین جواب واقعی عملکرد  ملاحظه قابل  4و  3 هایشکل

 𝑥̇(𝑡) = 3𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡) + 4𝑤̇(𝑡), 

 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝐷𝑥𝑉,𝐷𝑥
2𝑉) =

𝑚𝑖𝑛

𝑢 ∈ 𝑈
{(3𝑥 + 𝑣)

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+ 8

𝜕2𝑉

𝜕𝑋2
+
7

2
𝑥2 +

1

2
𝑣2} = 3𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥
−
1

2
(
𝜕𝑉

𝜕𝑥
)
2

+ 8
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+
7

2
𝑥2, 

 
{
 

 
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 3𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥
−
1

2
(
𝜕𝑉

𝜕𝑥
)
2

 + 8
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+
7

2
𝑥2 = 0,

𝑉(1, 𝑥) =
1

2
𝑥2 ,                                                      

 

 𝜕𝑉

𝜕𝑡
= 𝑃̇𝑥2 + 𝐾̇,

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 2𝑃𝑥, 

 𝑃̇𝑥2 + 𝐾̇ + 3𝑥(2𝑃𝑥) −
1

2
(2𝑃𝑥)2 + 8(2𝑃) +

7

2
𝑥2 = 0, 

 (𝑃̇ + 6𝑃 − 2𝑃2 +
7

2
)𝑥2 + 𝐾̇ + 16𝑃 = 0, 

 
{
 

 
𝑃̇(𝑡) + 6𝑃(𝑡) − 2𝑃2(𝑡) + 3.5 = 0,      

𝐾̇(𝑡) + 16𝑃(𝑡) = 0,                            

𝑃(1) = 0.5,                                         
𝐾(1) = 0,                                          

 

 
𝑃(𝑡) =

1

2

(7 − 3𝑒8𝑡−8)

1 + 3𝑒8𝑡−8
, 𝐾(𝑡) = 8 ln (

1

4
+
3

4
𝑒8𝑡−8) − 56𝑡 + 56, 

𝑉(𝑡, 𝑥) =
1

2

(7 − 3𝑒8𝑡−8)

1 + 3𝑒8𝑡−8
𝑥2 + 8 𝑙𝑛 (

1

4
+
3

4
𝑒8𝑡−8) − 56𝑡 + 56 

 𝑢∗(𝑡, 𝑥) = −
𝜕𝑉(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
=
(3𝑒8𝑡−8 − 7)𝑥

1 + 3𝑒8𝑡−8
. 

 𝐽∗ = 𝑉(0,0.5) = 45.79168678947490. 
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 شود. حاصل می 

 . برحسب زمان و مسیر حالت   𝐕نمودار تابع ارزش   - 1شکل 
Figure 1- Diagram of the value of V over time and state path. 

 

 

 

 . برحسب زمان و مسیر حالت   uنمودار تابع کنترل   - 2شکل 
Figure 2- Diagram of the control function u in terms of time and state path. 

 

 . برحسب زمان P(t) تابع    نمودار   - 3شکل 
Figure 3- Graph of the function P(t) over time. 
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   . برحسب زمان k(t) نمودار    - 4شکل 
 Figure 4- Graph of k(t) versus time. 

 

 بندی مطالب نتیجه و جمع   - 6

از نظر ریاضی همان مقدار تابع ارزش  برای عبارت زوجی    مقدار عددی  کارایی  از شاخص  و در    (sو    x(s))انتظار    1  شکل برآورده شده است 
شرایط    که در آن متغیرها  است است که ساختار این روش به انتخاب تابع ارزش وابسته است و این تابع ارزشی یک تابع دو متغیره    ملاحظهقابل 

رسیم که با  ، نهایتا به یک سیستم معادلات دیفرانسیل معمولی می𝐻𝑗𝐵ها در معادله  آنو قرار دادن    جزییجداسازی را دارند. استفاده از مشتقات  
   .هستند حلقابل مطرح در حل معادلات دیفرانسیل  یهاروش از  استفاده

 تشکر و قدردانی 

 . مینمایاند، تشکر و قدردانی میکه در فرایند نگارش مقاله کمک کرده از تمام افرادی

 منابع مالی 

 دریافت نشده است. نه ی هز کمک  ایبودجه  در انجام این مقاله از هیچ سازمانی،

 تعارض با منافع 

  شده ارسال   یینسخه نها  نویسنده دوم،  عنوانبه کارم  هم،  نسخه وجود ندارد   نیدر منافع در مورد انتشار ا   یتضاد  چیکه ه  داریممی اعلام  بنده و همکارم  
 . ستیندر حال حاضر تحت انتشار و  نشدهچاپ ، قبلا بوده هاآن یاثر اصل ،که مقاله نیمک یم  ن یتضم ما .اندکرده تاییدرا مشاهده و 
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